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33. Zufalliger rekursiver Baum nochmal.

a)

Wir haben eine Grundstruktur gegeben, bei der wir eine Wurzel und 3 Knoten haben, welche
Kinder der Wurzel sind. Wir nummerieren diese Knoten mit 1,2 und 3 und die Wurzel mit 0. Es
sei Z; der i-te Knoten, welcher rein zuféllig einem der anderen i+ 3 Knoten angehéingt wird. Dabei
betrachten wir 4 mogliche Ereignisse Fy ;, E1 i, E2 i, B3 ; fiir Z;. E,; bis E3 ; seien die Ereignisse,
dass Z; von Knoten 1,2 oder 3 abstammt und Eo; = Ef; N E5,; N E5,;, was wir auch anders
schreiben konnen als Z; stammt von der Wurzel ab, ohne von Knoten 1, 2 und 3 abzustammen
(Wir sagen kurz: Z; stammt von 0 ab). Mit M; bezeichnen wir dasjenige Element aus {0, 1,2, 3},
von dem Z; abstammt. Es folgt fiir i € N und kq,..., k41 € {0,1,2,3}:

14+ #{Il <j<iund M =k}

P(Mi+1:]€i+1|M1:kl,...,Mi:ki) A+

Dies konnen wir uns an einem Beispiel deutlich machen. Wird Z; an 1 angehéngt (Z; stammt
somit von 1 ab), so ist die Wahrscheinlichkeit, dass Z; von 1 abstammt gegeben mit %, da wir
insgesamt 5 Knoten haben und wenn Z5 an 1 oder Z; angehéngt wird, Z von 1 abstammt.

Fiir den ersten Knoten der angehéngt wird gilt:

Die Ubergangswahrscheinlichkeiten und die Wahrscheinlichkeit im ersten Schritt stimmen mit
denen einer Polya-Urne mit 4 Farben iiberein (vergleiche V8b2). Somit kénnen wir unser Problem
umformulieren und Wissen {iber die Polya-Urne benutzen.

Es sei X, die Anzahl der Zuginge zu den Kugeln mit der Beschriftung j nach n Ziigen mit
7=0,1,2,3. Da wir einen Baum mit 21 Knoten haben wollen, miissen wir 17 hinzufiigen.

Es ist also ].:)(()(1,177 X2717, )(3,177 X0717) = (2, 47 7, 4)) gesucht.

Mit V8b2 folgt das unsere gesucht Wahrscheinlichkeit gegeben ist durch

P((X1,17, X217, X317, Xo,17) = (2,4,7,4)) = T{L—l = %~

(7)) (9

b)

Wir kennen aus Aufgabe 6 b) ein Verfahren, rekursiv Permutationen in Zyklendarstellung zu
konstruieren. Nun iibertragen wir eben dieses Verfahren auf einen rekursiven Baum.

Die Permutation von 1 identifizieren wir trivialerweise mit dem Baum bestehend aus der Wurzel
(diese nennen wir wieder 0) mit einer Tochter (1). Fiir den Knoten n, der rein zufillig angehéngt
wird (nachdem wir bereits n — 1 Knoten rein zufillig angehéngt haben), definieren wir folgende
Ubergangsdynamik.

Innerhalb der Zyklendarstellung setzen wir n rechts neben i € {1,...,n — 1}, falls n Tochter von
¢ wird. Es wird ein neuer Zyklus gegriindet, falls n der Wurzel angehéingt wird. Die in A6b)
auftretende Zufallsvariable J entspricht somit der zufilligen Wahl der Mutter des Knotens n.
Unsere Voraussetzung, dass 1, 2 und 3 in verschiedenen Zyklen sind, ist dquivalent dazu, dass 1,
2 und 3 Kinder der Wurzel sind. Unter dieser Bedingung entspricht dann fiir k£ = 1,2, 3 die Linge
des Zyklus, der k enthilt, der Anzahl der Knoten, die von k abstammen. Wir haben in Aufgabe
N1 bereits gezeigt, dass die Baume auf S,, 11 uniform verteilt sind. Nun haben wir eine bijektive
Abbildung zwischen Permutationen von n und rekursiven Badumen mit n + 1 Knoten konstruiert.
Somit konnen wir schlussfolgern, dass das Ergebnis aus b) mit dem aus a) iibereinstimmen muss.



34.S Warten auf ein Muster.

a)

Sei w(z) die Wahrscheinlichkeit AT AT vor ATGC' zu erreichen ausgehend vom Punkt z mit
x € {x A AT, AT A, ATG, ATGC, ATAT}. Logischerweise folgt, dass w(ATAT) = 1 und
w(ATGC) = 0 sind.

Unser Graph sieht folgendermaflen aus:
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Wir kénnen dem Graphen durch Zerlegung nach dem ersten Schritt folgendes Gleichungssystem
(wie in VL9a3) entnehmen und lsen:

w(x) = 3w(x) + w(A4) = w(x) = w(A)

w(A) = iw(A) + %w(*) + iw(AT) = %w(A) + %w(AT) = w(4) = w(AT)
w(AT) = w(ATA) + 2w(ATG) + 2w(x) oS w(*) = 2w(ATA) + Jw(ATG)

w(ATG) = 2w(A) + 2w(*) + Lw(ATGC) = 2w(x)

w(ATA) = Tw(A) + 2w(x) + 2w(ATAT) = S3w(*) +

=

= w(*) = 3w(*) + 2w(x) + § = 2w(x) = § = w(*) =3

Die gefragte Wahrscheinlichkeit betrégt also %



b)

Wir konnen fiir diese Frage unseren Graphen reduzieren, d.h. er hat nun folgende Form:
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Wiirden wir im ersten Graphen auf ATG kommen, so macht es bei dieser Frage keinen Unterschied
ob wir bei ATG sind oder bei der Wurzel neu starten.

Es sei e(z) Vo € {*, A, AT, ATA, ATAT} die zu erwartende Anzahl an Schritten, die benétigt
werden, um vom Zustand x nach AT AT zu gelangen (e(ATAT') = 0). Mit dem Graphen kénnen
wir folgende Gleichungen aufstellen:

e(x) = 14 Le(A) + Be(x) = e(x) = 4+ e(4)

e(A) =1+ Le(AT) + Le(A) + 2e(x)

e(AT) =1+ Le(ATA) + 3¢(x)

e(ATA) =1+ Le(A) + 2e(x) + Le(ATAT)

Wichtig ist hier nicht die +1 zu vergessen, die in jeder Gleichung ist, da diese Gleichungen
jeweils einen Schritt reprisentieren. Abgesehen davon ist das Aufstellen des LGS analog zu a).
Wir setzen die 4. in die 3. Gleichung:

e(AT) = 2 + f-e(A) + Le(x)

Wir setzen diese Gleichung in die 2. Gleichung und anschlieBend in die 1. Gleichung:

e(4) = 2+ Me(4) + Be(x) = e(4) = 3 + $e(x) e(x) = 4+ 3 + Be(x)

=
in die 1.Gleichung

= e(x) = 272



35. Wie hoch kommt eine Irrfahrt mit negativer Drift?
i)
Zunichst priifen wir ob der Ansatz im Hinweis unsere Rekursionsgleichungen

w(a) = 2w(a—1)+ 2w(a+1) erfiillt, welche sich durch Zerlegung nach dem ersten Schritt ergeben.

2 1 2 1
= -1 - )= 2 20,—1 - 2a+1
3w(a )+3w(a+ ) 3(0 +d)+3(c + d)

2 2 1 1 1 2
= 502a*1 + §d+ 502‘”rl + §d = 502“ + 502“ +d=c2°+d=w(a)

Wir koénnen also den Ansatz w(a) = 2% 4+ d fiir —20 < a < 10 machen. Erst miissen wir die

passenden ¢, d € R finden. Dies machen wir mit dem Wissen, dass w(—20) = 0 und w(10) = 1.
Es gilt also:

w(=20)=0=c2"" +d=d=—c27%

_ 1
U.)(].O):].:C(Qlo—Q 20):>C: m
2a _ 2—20
= w(a) = 910 _ 9-20

ii)

Wir kénnen den gleichen Ansatz wie bei der i) verwenden. Mit analogen Rechnungen kommen wir
dann zu

20 _ 27l

210 g1

Demnach ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit gegeben mit:

wy(a) =

1—27"
U)l(()) = 210 _ 9-1
iii)
Betrachten wir nun llim wi (0).
hade el
lim w(0) = lim =2 — 1
e W TR 210 — 9T T 910

Dieser Wert gibt uns an wie Wahrscheinlich es ist, dass X die 10 trifft, bevor X nach —oo
abdriftet.

Dementsprechend folgt die iv) durch das Berechnen der Gegenwahrscheinlichkeit.

Somit ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit 1 — 2710,



v

)

Zunichst konnen wir feststellen, dass unser Maximum (nennen wir es Max) den Werteberech Ny
hat. Damit Max > n fiir ein n € Ny gilt, miissen wir n erreichen, bevor wir nach —oco abdriften.
Also machen wir den gleichen Ansatz wie bei der i), ii) und iii), ersetzen jedoch 10 durch ein
beliebiges n € Nj.

Wir wissen w;y(n) = 1 und w;(—1) = 0 also konnen wir analog wieder die Zahlen ¢ und d bestimmen
und bekommen:

2¢ — 27! 2¢
wy(a) = oo ll_iglcwl(a) =5 = gn=a fira <nund a €Z
Es folgt:
1 n
li 0)={2
fim wi(0) <2)
Also gilt:

P(Max > n) — (;)n

< PMax+1>n) = (;)

Max + 1 ist also Geom(5 )-verteilt.

1
2
36.S Irrfahrt auf einem ungerichteten Graphen.

Gesucht ist eine reversibele Gleichgewichtsverteilung 7 zu der in der Aufgabe definierten Uber-
gangsmatrix P, d.h. es muss Va,b € {1,2,3,4} n(a)P(a,b) = w(b)P(b,a) gelten. Nun kénnen wir
folgende Gleichungen aufstellen:

. P2 g 2, T 1)
(P12 = m(2)P21) = (1) 75 = (D) 55 = Ty = T
. P2 g 28, T 70)
7(1)P(1,3) = 7(3)P(3,1) = (1)9(1) (2) 9(3) g(l) 9(3)
. TR TR B ©
TP 4) = r(PA1) = m() G5 =)y = o5 =

Das Verhéltnis zwischen 7(¢) und ¢(7) ist also konstant. Also muss gelten:
(i) = cg(i) mit c€ Rund i =1,2,3,4

Um die 7(i) zu bestimmen miissen wir die Konstante ¢ herausfinden. Dies machen wir mit dem
Wissen, dass 1 = 7(1) + 7(2) + 7(3) + 7(4) sein muss.

L =cg(1) +cg(2) +cg(3) + cg(4) = c(g(1) + g(2) + g(3) + g(4))
1
9(1) +9(2) +9(3) +9(4)

fiir i = 1,2, 3, 4.

Unsere Gleichgewichtsverteilung ist gegeben durch 7 (z) = 50 +g(25)’_(:;(3) @



